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Re´sume´
On montre comment la contrainte d’e´puisement des ressources non re-
nouvelables sur laquelle risque de buter in fine le maintien d’un niveau de
consommation minimal, peut eˆtre leve´e graˆce a` un effort d’investissement
adapte´. Mais cet effort, initialement assez intense dans certains cas, ne doit
eˆtre consenti que si la productivite´ dans le secteur de la recherche est suffi-
samment e´leve´e au regard de l’impatience. On montre aussi que le devenir
des socie´te´s dont la base technique n’est pas susceptible de progresser, ne
se confond pas avec celui des socie´te´s dont la base technique est potentielle-
ment e´volutive, mais dans lesquelles une pre´fe´rence marque´e pour le pre´sent
a pour effet de leur faire choisir une trajectoire de recherche initialement
trop timide, de sorte qu’a` terme, leur consommation est ine´luctablement
amene´e a` re´gresser.
Abstract
We show how the exhaustion constraint of non renewable resources,
against which maintaining a minimum level of consumption may collapse
in the long run, could be relaxed by an appropriate effort in R&D. However
along any optimal trajectory of the economy, this effort has to be made if
and only if the productivity in the research sector is high enough compared
with the impatience. We also show that the evolution of societies without
technical progress is not the same that the evolution of societies with tech-
nical progress but strong impatience. Indeed, in this last case, the society
must choose an increasing R&D effort but initially low, resulting in a long
run decrease of the consumption level.
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1 Introduction
On se propose dans ce me´moire de montrer comment la contrainte d’e´pui-
sement des ressources non renouvelables sur laquelle risquerait de buter a`
terme le de´sir de maintien d’un certain niveau de vie, peut eˆtre contour-
ne´e graˆce a` un effort de recherche-de´veloppement spe´cifique, et pourquoi la
socie´te´ devra consentir cet effort le long de toute trajectoire optimale d’e´vo-
lution de l’e´conomie si sa pre´fe´rence pour le pre´sent, son impatience, n’est
pas trop forte.
Par effort de recherche spe´cifique on entend la mobilisation de moyens
en vue d’ame´liorer la productivite´ d’un facteur de production sans ne´cessai-
rement accroˆıtre la productivite´ des autres facteurs. Par exemple le progre`s
des connaissances en matie`re d’isolement thermique permet de re´duire la
quantite´ d’e´nergie indispensable au de´clenchement de telle ou telle re´ac-
tion sans ne´cessairement modifier les quantite´s requises des autres facteurs.
Ce type de progre`s doit eˆtre vu comme l’un des types polaires du progre`s
technique. L’autre grand type polaire est celui du progre`s qui accroˆıt in-
distinctement la productivite´ de l’ensemble des facteurs. La diffe´rence entre
ces deux types est la plus contraste´e pour la classe des fonctions de pro-
duction a` facteurs strictement comple´mentaires de la forme ge´ne´rale, dans
le cas d’une monoproduction, y = α(y) min
i=1,... ,n
{ai(y)xi}, ou` les coefficients
α et ai, i = 1, . . . , n, sont eux-meˆmes des fonctions positives croissantes de
y. Un progre`s technique spe´cifique au facteur i est celui qui permet d’ac-
croˆıtre les valeurs prises par la fonction ai tandis qu’un progre`s technique
ge´ne´ral est celui qui permet d’accroˆıtre les valeurs prises par la fonction α.
On supposera dans la pre´sente e´tude que les facteurs de production sont
strictement comple´mentaires et que la proportion dans laquelle il faut les
utiliser a` un instant donne´, ne de´pend pas de l’e´chelle de la production ;
en d’autres termes on supposera qu’a` chaque instant la technologie est une
technologie a` la Leontiev 1 2.
Il ne suffit pas qu’il existe des opportunite´s de progre`s pour que la socie´te´
doive s’en saisir. Dans la mesure ou` concre´tiser ces potentialite´s exige un
effort, encore faut-il qu’il vaille que la socie´te´ consente a` le fournir. On
montre que selon les valeurs prises par le rapport du taux d’actualisation
social a` la productivite´ du travail dans le secteur de la recherche,la trajectoire
d’e´volution optimale de l’e´conomie sera ou ne sera pas une trajectoire le long
1Pour une pre´sentation tre`s claire de la proble´matique de la substitution entre facteurs
dans les mode`les agre´ge´s avec ressources e´puisables et des effets d’un progre`s technique
non spe´cifique dans ce genre de mode`le on pourra consulter Kany et Ragot (1998). On
trouvera dans l’ouvrage de Schubert et Zagame´ (1998) dont cet article constitue l’un des
chapitres, une bibliographie abondante que nous n’avons pas juge´ utile de dupliquer dans
le pre´sent me´moire.
2On trouvera dans Ruttan (2001) un panorama des e´volutions technologiques depuis
environ un sie`cle et demi et des politiques en matie`re de recherche-de´veloppement.
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de laquelle l’effort de recherche est suffisamment intense initialement pour
que la contrainte d’e´puisement des re´serves soit leve´e.
L’e´tude est conduite comme suit. Le mode`le est expose´ a` la section 2.
On examine a` la section 3 quel serait l’usage optimal du stock de ressource
si aucune ame´lioration de la technique n’e´tait envisageable. On e´tablit a` la
section 4 les proprie´te´s ge´ne´rales des trajectoires optimales. On de´termine a`
la section 5 les caracte´ristiques des re´gimes re´guliers et plus particulie`rement
celles des re´gimes re´guliers optimaux. L’e´tude de la transition vers le re´gime
re´gulier optimal, lorsque celui-ci existe, est entreprise a` la section 6 et l’e´tude
de la trajectoire optimale en l’absence de re´gime re´gulier optimal fait l’objet
de la section 7. On conclut brie`vement a` la section 8.
2 Le mode`le
On conside`re une e´conomie de population constante, ou` l’offre de travail
est ine´lastique. Comme on suppose que la production s’effectue a` rendements
constants (cf. (2.1) ci-dessous) on peut, sans perte de ge´ne´ralite´, normaliser
a` 1 la quantite´ de travail disponible a` chaque instant.
La production du bien de consommation ne´cessite du travail et une res-
source non-renouvelable. Les facteurs de production sont suppose´s stricte-
ment comple´mentaires. Soit ct la quantite´ de bien de consommation produite
a` l’instant t, lt la partie du travail disponible affecte´e a` sa production et st
la quantite´ de ressource utilise´e. Alors :
ct = min{Alt, Btst}, t ≥ 0 (2.1)
ou` A est le coefficient technique de productivite´ du travail et Bt le coefficient
technique de productivite´ de la ressource 3. Le coefficient de productivite´
du travail est suppose´ non-ame´liorable. Le coefficient de productivite´ de la
ressource, donne´ a` court terme, peut eˆtre ame´liore´ a` long terme a` condition
de consentir un effort de recherche d’autant plus intense que l’ame´lioration
envisage´e est importante. Soit nt la partie du travail disponible consacre´e a`
l’ame´lioration de Bt. On pose qu’a` chaque instant le taux de croissance de
Bt est proportionnel a` l’effort consenti :
B˙t = bntBt , t ≥ 0 (2.2)
ou` b > 0 est le coefficient technique de productivite´ de la recherche. Bt
peut eˆtre vu comme un stock de connaissances permettant de tirer parti au
3Prendre explicitement en compte le capital, c’est-a`-dire une fonction de production
yt = min{A`t, Dkt, Btst}, avec k˙t = it − δkt, ou` it est l’investissement brut instantane´ et
δ le taux d’attrition du capital, et ct = yt − it, ne modifierait pas fondamentalement les
conclusions de la pre´sente e´tude. La raison en est que le capital est un facteur reproduc-
tible. Simplement la consommation du re´gime re´gulier optimal asymptotique lorsqu’un
tel re´gime existe est e´videmment plus faible puisqu’on doit en permanence renouveler le
capital qui arrive en fin d’exploitation.
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mieux de la ressource pour produire le bien de consommation. Ce stock de
connaissances s’accroˆıt d’autant plus vite que les moyens consacre´s a` son
de´veloppement sont importants. Par ailleurs le processus est cumulatif en
ce sens qu’a` effort de recherche donne´, l’accroissement est d’autant plus im-
portant que le stock des connaissances est de´ja` e´leve´.
Le travail peut eˆtre affecte´ a` l’un ou l’autre secteur, production ou re-
cherche, le transfert des actifs d’un secteur a` l’autre n’impliquant ni aucun
de´lai, ni aucun couˆt. La contrainte de re´partition du travail disponible prend
donc la forme :
1− lt − nt ≥ 0 , lt ≥ 0 et nt ≥ 0, t ≥ 0. (2.3)
La socie´te´ dispose initialement d’un stock donne´ de ressource S0. Puisque
la ressource est non-renouvelable, le stock non-utilise´ a` l’instant t, St, de´croˆıt
au rythme de son utilisation :
S˙t = −st, t ≥ 0. (2.4)
Pour aller a` l’essentiel on suppose que le couˆt d’extraction et de traitement
avant mise a` disposition du secteur de production du bien de consommation,
est nul.
L’utilite´ instantane´e de la consommation est du type a` “e´lasticite´ constante
de l’utilite´ marginale” :
u(c) = c1−²/(1− ²) , ² > 0 et ² 6= 1. (2.5)
Soit ρ le taux d’escompte social que l’on suppose constant. L’objectif
du planificateur social est de maximiser la somme des utilite´s instantane´es
actualise´es qu’implique le sentier de consommation choisi.
Etant donne´ la structure du proble`me, il est clair que la contrainte d’uti-
lisation du travail disponible doit eˆtre sature´e : tout travail qui n’est pas
utilise´ dans le secteur de production du bien de consommation doit eˆtre af-
fecte´ a` l’ame´lioration de la productivite´ de la ressource pour maximiser les
potentialite´s de consommation future. On doit donc avoir a` chaque instant
nt = 1 − lt. On peut ainsi e´liminer l’une des variables l ou n et ne retenir
qu’une seule variable de commande. Dans ce qui suit on retiendra nt, sauf a`
la section 3. Par ailleurs, si 1−nt est la quantite´ de travail affecte´e a` la pro-
duction du bien final, la comple´mentarite´ et le non-gaspillage des facteurs
de production impliquent que la quantite´ de ressource qu’il faut sacrifier a`
chaque instant s’e´le`ve a` A[1−nt]/Bt. On peut donc formuler le proble`me du
choix d’une trajectoire optimale de l’e´conomie comme un proble`me a` une
seule variable de commande, nt, et deux variables d’e´tat, Bt et St. Soit (P )
ce proble`me :
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(P ) max
nt,t≥0
1
1− ²
∫ ∞
0
{A[1− nt]}1−²e−ρtdt (2.6.1)
B˙t = bntBt , B0 donne´ (2.6.2)
S˙t = −A[1− nt]/Bt , S0 donne´, St ≥ 0 (2.6.3)
1− nt ≥ 0, nt ≥ 0 (2.6.4)
3 L’utilisation optimale de la ressource en l’ab-
sence de progre`s technique
En l’absence de progre`s technique, le proble`me (P ) se rame`ne a` un pro-
ble`me de choix d’un rythme optimal de consommation du stock de ressource
initialement disponible, la vitesse d’e´puisement du stock e´tant e´ventuelle-
ment borne´e supe´rieurement dans un premier temps par la quantite´ de tra-
vail utilisable lorsque le stock initial est abondant.
Soit lt la variable de commande du proble`me (Q) suivant :
(Q) max
`t,t≥0
1
1− ²
∫ ∞
t
[Alt]1−²e−ρtdt (3.1)
S˙t = −Alt/B , S0 donne´, St ≥ 0 (3.2)
1− lt ≥ 0, lt ≥ 0. (3.3)
Il est clair que la contrainte lt ≥ 0 n’est jamais sature´e. On peut donc la
ne´gliger. Soit LQt le lagrangien en valeur courante du proble`me (Q) :
LQt = [Alt]1−²(1− ²)−1 − λtAltB−1 + αt[1− lt]. (3.4)
La condition de maximisation de LQt par rapport a` lt a pour expression :
A1−²l−²t − λtAB−1 − αt = 0. (3.5)
Par ailleurs :
λ˙t = ρλt ⇒ λt = λ0eρt. (3.6)
Examinons d’abord la phase de la trajectoire pendant laquelle la contrainte
de disponibilite´ en travail n’est pas sature´e. En posant αt = 0 dans (3.5) et
en remplac¸ant λt par λ0eρt (cf. (3.6)), on obtient l’expression de lt pendant
une phase de ce type :
lt = B1/²e−ρt/²/Aλ
1/²
0 . (3.7)
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Puisqu’on doit avoir lt < 1 pendant ce type de phase, elle ne peut com-
mencer a` l’instant t = 0 que si λ0 > B/A².
Pour tout λ0 > B/A², de´finissons S¯(λ0) comme le stock de ressource qui
serait ne´cessaire pour produire Alt inde´finiment, lt e´tant donne´ par (3.7).
Puisque
st = AltB−1 = B
1
²
−1e−ρt/²λ−1/²0 , (3.8)
la quantite´ de ressource utilise´e jusqu’a` l’instant t, S¯t(λ0), s’e´le`ve a` :
S¯t(λ0) =
∫ t
0
sτdτ = (²/ρ)B
1
²
−1[1− e−ρt/²]λ−1/²0 , (3.9)
de sorte que :
S¯(λ0) = lim
t↑∞
S¯t(λ0) = (²/ρ)B
1
²
−1λ−1/²0 . (3.10)
Soit λ¯0 l’inverse de la fonction S¯ :
λ¯0(S) = S¯−1(S) = (²/ρ)²B1−²S−². (3.11)
En reportant la valeur ainsi obtenue de λ0 dans l’expression de st on
obtient la vitesse optimale de consommation de la ressource en fonction du
stock initial S0 pourvu que celui-ci ne soit pas trop important :
st = (ρ/²)S0e−ρt/² ⇒ ct = (ρ/²)BS0e−ρt/². (3.12)
Le sentier de consommation est donc de ce type sur [0,∞[ si λ0 > B/A²,
i.e. d’apre`s (3.11) si :
S0 ≤ (²/ρ)AB−1. (3.13)
Pour un stock initial supe´rieur a` cette valeur critique, le sentier optimal
consiste a` consommer d’abord le maximum compatible avec la contrainte
lt ≤ 1, i.e. ct = A, et st = A/B, jusqu’a` ce que le stock soit ramene´ a` la
valeur critique ²A/ρB. Soit θ la date a` laquelle cette valeur est atteinte :
θ =
(
S0 − ²
ρ
A
B
)
/
A
B
=
BS0
A
− ²
ρ
. (3.14)
Alors, l’expression de λ0, en fonction de S0, est donne´e par :
λ0 = A−²Be−ρθ avec θ = A−1BS0 − (²/ρ). (3.15)
Pour t > θ, la consommation de´croˆıt selon la formule (3.12). A partir de
l’instant θ le travail disponible n’est plus totalement employe´. Le choˆmage
est ici une conse´quence imme´diate des hypothe`ses d’ine´lasticite´ de l’offre de
travail et de non-substitution des facteurs de production.
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En l’absence de progre`s technique l’e´puisement de la ressource a pour
conse´quence une diminution constante de la consommation a` partir d’une
certaine date, consommation qui tend asymptotiquement vers ze´ro. Mon-
trons maintenant qu’un progre`s technique endoge`ne conduit a` soutenir in-
de´finiment un niveau de consommation strictement positif et constant a` long
terme si l’efficacite´ du travail dans l’activite´ de recherche est suffisamment
e´leve´e.
4 Caracte´risation des trajectoires optimales
Soit LPt le lagrangien en valeur courante du proble`me (P ). Puisqu’il est
clair que la contrainte 1 − nt ≥ 0 ne doit jamais eˆtre sature´e, on peut la
ne´gliger, d’ou` :
LPt = (1− ²)−1[A(1− nt)]1−² − λtAB−1t (1− nt) + νtbntBt + βtnt.
(4.1)
La condition de maximisation de LPt par rapport a` nt prend la forme :
−A1−²[1− nt]−² + λtAB−1t + νtbBt + βt = 0 (4.2)
et les conditions re´gissant l’e´volution des variables duales λt et νt sont res-
pectivement :
λ˙t = ρλt ⇒ λt = λ0eρt (4.3)
et :
ν˙t = [ρ− bnt]νt − λtAB−2t [1− nt]. (4.4)
Lorsque la trajectoire de l’e´conomie n’est pas contrainte par la condition
nt ≥ 0, la condition (4.2) s’e´crit :
A1−²[1− nt]−² = Ac−²t = λtAB−1t + νtbBt. (4.5)
Le membre gauche de cette relation est le couˆt marginal de nt en termes
d’utilite´ instantane´e ; le premier terme du membre droit repre´sente la valeur
instantane´e de l’e´conomie de ressource qu’implique a` la marge un accroisse-
ment de nt, le prix impute´ de la ressource e´tant e´gal a` λt, et le second terme
repre´sente la valeur instantane´e de l’accroissement du stock de connaissances
qu’implique a` la marge un effort de recherche accru, le prix impute´ du stock
de connaissances e´tant e´gal a` νt. Le long de toute trajectoire optimale, le
couˆt marginal instantane´ de nt doit eˆtre e´gal en permanence a` son be´ne´fice
marginal.
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Pour mettre en e´vidence les conditions d’arbitrage intertemporel en termes
d’utilite´ et de possibilite´s de production, diffe´rencions la condition (4.5) par
rapport a` t :
−²Ac˙tc−(1+²)t = λ˙tAB−1t − λtAB−2t B˙t + ν˙tbBt + νtbB˙t. (4.6)
Dans cette expression substituons a` λ˙t son expression donne´e par (4.3), a`
B˙t son expression donne´e par (2.2) et a` ν˙t son expression donne´e par (4.4).
Apre`s simplification on obtient :
−²Ac˙tc−(1+²)t = ρ
[
λtAB
−1
t + νtbBt
]− λtbAB−1t , (4.7)
qu’on peut re´e´crire en tenant compte de (4.5) :
−²Ac˙tc−(1+²)t = ρAc−²t − λtbAB−1t . (4.8)
Remarquons alors que le long du sentier optimal la valeur du stock de
ressource St e´value´e au prix λt doit, a` chaque instant, eˆtre e´gale a` la valeur
du stock de connaissances Bt e´value´ au prix νt 4 :
λtSt = νtBt , t ≥ 0 (4.9)
de sorte que l’e´galite´ (4.5) s’e´crit encore :
Ac−²t = λtAB
−1
t + bλtSt,
d’ou` :
λtAB
−1
t = Ac
−²
t (1 + bA
−1BtSt)−1. (4.10)
Dans (4.8) substituons a` λtAB−1t son expression donne´e par (4.10). On
obtient finalement :
ρ+ ²c˙tc−1t = b(1 + bA
−1BtSt)−1, (4.11)
ou` ²/ct = −u′′t /u′t, u′t et u′′t e´tant les de´rive´es premie`re et seconde de u e´va-
lue´es en ct. On montre en appendice (annexe A.2) que cette condition n’est
autre que la condition d’e´galite´ du taux marginal instantane´ de substitution
intertemporelle au taux marginal instantane´ de transformation intertempo-
relle, c’est-a`-dire la condition classique d’arbitrage qui doit eˆtre ve´rifie´e en
permanence le long de toute trajectoire localement optimale.
4la de´monstration est donne´e en appendice (cf. annexe A.1)
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5 Re´gimes re´guliers
Convenons d’appeler trajectoire soutenable tout sentier d’e´volution de
la consommation techniquement re´alisable dont la borne infe´rieure est stric-
tement positive : ct ≥ c > 0, t ≥ 0. On dira qu’une trajectoire soutenable
est un re´gime re´gulier si elle est techniquement re´alisable graˆce a` un effort
de recherche constant n, n ∈]0, 1[.
On montre dans cette section qu’il existe une infinite´ de re´gimes re´guliers
mais qu’un seul est e´ventuellement optimal.
5.1 L’ensemble des re´gimes re´guliers
Conside´rons un effort de recherche constant n. Cet effort permet une
croissance du coefficient de productivite´ de la ressourceBt, a` un taux constant
bn de sorte que :
Bt = B0ebnt. (5.1)
Pour tout n > 0 et tout l, 1 − n − l ≥ 0, la condition de non-gaspillage
des facteurs de production implique que Al = B0ebntst, d’ou` :
st = AB−10 le
−bnt (5.2)
Dans un tel re´gime, la quantite´ de ressource utilise´e sur l’intervalle [0, t[,
que l’on note S¯t(l), s’e´le`ve a` :
S¯t(l) =
Al
B0
∫ t
0
e−bnτdτ =
Al
B0
1
bn
[1− e−bnt].
Le stock de ressource ne´cessaire pour suivre inde´finiment ce sentier, S¯(l),
est donc e´gal a` :
S¯(l) = lim
t↑∞
S¯t(l) = Al/bnB0. (5.3)
Si de plus on utilise la totalite´ du travail disponible, alors l = 1 − n, et
le stock de ressource dont il faut disposer s’e´le`ve a` :
S˜0(n) = A[1− n]/bnB0 (5.4)
On en conclut que pout tout n, n ∈]0, 1[, il existe une infinite´ de condi-
tions initiales (B0, S0) a` partir desquelles il est techniquement possible de
suivre le sentier de consommation constante c = A[1 − n], le progre`s tech-
nique e´tant juste suffisant pour que le stock initialement disponible soit
exactement utilise´. L’ensemble de ces couples doit ve´rifier la relation :
B0S0 = A[1− n]/bn. (5.5)
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Une conse´quence imme´diate de (5.5) est que si (B0, S0) ve´rifie la relation
(5.5) et si l’e´conomie suit le sentier a` effort de recherche n correspondant,
alors 5 :
BtSt = B0S0, t ≥ 0. (5.6)
Les relations (5.5) et (5.6) impliquent que, dans l’espace (B,S), la tra-
jectoire d’un re´gime re´gulier correspond au parcours d’une partie d’une hy-
perbole e´quilate`re, d’autant plus e´loigne´e de l’origine que n est faible 6. Ce
parcours est illustre´ a` la Figure 1 ci-dessous. Pour des valeur n′, B′0, et S′0
donne´es, le sentier re´gulier partant de (B′0, S′0) est repre´sente´ en trait gras
sur l’hyperbole BS = A[1− n′]/bn′.
5Formellement, le long d’un tel sentier on a St = S0 − S¯t(1− n), d’ou` :
St = S0 − A[1− n]
bnB0
[1− e−bnt],
tandis que Bt = B0e
bnt, de sorte que :
BtSt = B0e
bnt
[
S0 − A[1− n]
bnB0
[1− e−bnt]
]
,
et, puisque d’apre`s (5.5) 1− n = bnB0S0/A, la relation pre´ce´dente s’e´crit finalement :
BtSt = B0e
bnt[S0 − S0 + S0e−bnt] = B0S0.
6
d
dn
[
A[1− n]
bn
]
= − A
bn
− A[1− n]
bn2
< 0.
9
-6
B
0 S
B′0
S′0
hyperbole BS = [1− n′′]/bn′′
hyperbole BS = A[1− n′]/bn′
hyperbole BS = A[1− n′′′]/bn′′′
I
K
Figure 1 : Trajectoires de Bt et St en re´gime re´gulier
NB : n′′ < n′ < n′′′
Etant donne´ la forme de la fonction de production du bien de consomma-
tion, l’hypothe`se cle´ qui permet d’obtenir des re´gimes re´guliers est celle qui
garantit l’existence d’une croissance a` taux constant du stock de connais-
sances Bt, compensant l’e´puisement du stock de ressources. Toute fonction
f telle que ∃n ∈]0, 1[, f(n) > 0 et B˙t/Bt = f(n), garantit l’existence d’un
re´gime re´gulier. On aurait :
Bt = B0ef(n)t,
et la condition initiale :
B0S0 = A[1− n]/f(n),
devrait eˆtre ve´rifie´e. Enfin, comme pre´ce´demment :
BtSt = B0S0.
5.2 Existence et caracte´risation du re´gime re´gulier optimal
Pour de´terminer le re´gime re´gulier optimal, partons de la condition (4.2)
de maximisation du lagrangien par rapport a` nt apre`s y avoir pose´ βt = 0
et y avoir substitue´, a` Bt, sa valeur en re´gime re´gulier donne´e par (5.1) et,
a` λt, sa valeur le long d’un sentier optimal donne´e par (4.3) :
A1−²[1− n]−² = cte = νtbB0ebnt + λ0AB−10 e(ρ−bn)t. (5.7)
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La solution de l’e´quation (5.7) est la suivante :
n = ρ/b, Bt = B0eρt et νt = ν0e−ρt. (5.8)
Il s’ave`re aussi que ces fonctions ve´rifient l’e´quation (4.4) de´terminant la
valeur de ν˙t le long de la trajectoire optimale pourvu que :
ν0 = λ0A[b− ρ]/ρbB20 . (5.9)
Si donc ρ < b, de sorte que n < 1 et ν0 > 0, alors n = ρ/b est l’effort de
recherche optimal et la consommation en re´gime stationnaire optimal s’e´le`ve
a` c = A[b− ρ]/b.
En reportant la valeur n = ρ/b dans (5.5) on obtient l’hyperbole que
parcourent les variables d’e´tat dans le re´gime re´gulier optimal :
BtSt = A[b− ρ]/ρb. (5.10)
On a vu a` la section pre´ce´dente (cf. (4.9)) qu’on doit avoir le long d’un
sentier optimal, λtSt = νtBt et donc, en particulier, en t = 0 :
λ0S0 = ν0B0. (5.11)
Par ailleurs en substituant ρ/b a` n dans (5.7) on obtient une autre rela-
tion entre ν0 et λ0 :
A1−²[(b− ρ)/b]² = ν0bB0 + λ0AB−10 . (5.12)
Les relations (5.10) a` (5.12) permettent de de´terminer ν0 et λ0 en fonc-
tion de S0 7 :
ν0 =
[
A
(
b− ρ
b
)]−² ρ
b
S0 , et λ0 =
[
A
(
b− ρ
b
)]1−² 1
bS0
. (5.13)
En conclusion, la seule condition d’existence d’un re´gime stationnaire
optimal est la condition b > ρ, l’efficacite´ de l’activite´ de recherche doit eˆtre
supe´rieure au taux d’escompte social.Dans le re´gime stationnaire optimal :
[i)] la re´partition du travail entre les deux secteurs d’activite´ est inde´pen-
dante de la productivite´ du travail A dans le secteur de production du bien
de consommation de sorte que la consommation est une fonction croissante
de cette productivite´. Le lien des couples (n,BS) de re´gime stationnaire
optimal lorsque A varie est donc l’horizontale d’ordonne´e ρ/b.
7On ve´rifie aise´ment, en tenant compte de (5.10) pour t = 0, que le rapport ν0/λ0
qu’implique (5.13) est bien le meˆme que celui donne´ en (5.9).
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0Figure 2 : Lieu des couples(n,BS) de re´gime
stationnaire optimal lorsque A varie de 0 a` +∞
-
BS
6
n
1
- - - -
A croissant de 0 a` +∞
[ii)] l’emploi dans le secteur de recherche est d’autant plus faible que la
productivite´ du travail b dans ce secteur est e´leve´e de sorte que la consom-
mation est une fonction croissante de cette productivite´. Puisque dn/db =
−ρ/b2 et dBS/db = A/b2, le lieu des couples (n,BS) lorsque b varie de ρ a`
+∞ est la droite de pente dn/dBS = −ρ/A.
0
Figure 3 : Lieu des couples (n,BS) de re´gime
stationnaire optimal lorsque b varie de ρ a` +∞
-
BS
6
n
1 HHHHHHHHHHHHHHHHHHHH
A/ρ
b croissant de ρ a` +∞j
s
j
[iii)] l’emploi dans le secteur de la recherche est d’autant plus e´leve´ que le
taux d’actualisation social est e´leve´ et donc la consommation est une fonction
de´croissante de ce taux. Puisque dn/dρ = 1/b et dBS/dρ = −A/ρ2, le lieu
des couples (n,BS) lorsque ρ varie de b a` 0 est une courbe convexe de pente
dn/dBS = −ρ2/bA.
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0Figure 4 : Lieu des couples (n,BS) de re´gime
stationnaire optimal lorsque ρ varie de b a` 0
-
BS
6
n
1
R
j
-
ρ de´croissant de b a` 0
On notera que, ni l’intensite´ de l’effort de recherche, ni la consommation
ne de´pendent en re´gime de l’e´lasticite´ de l’utilite´ marginale ². La raison en
est qu’en re´gime stationnaire, puisque c˙t = 0, dans le membre gauche de
la condition (4.11) d’e´galisation du taux marginal de substitution intertem-
porelle aux taux marginal de transformation intertemporelle, le terme en ²
disparaˆıt 8. En dehors des re´gimes re´guliers, c˙t 6= 0 et le terme en ² n’est
pas nul. La vitesse de convergence vers le re´gime stationnaire de´pend donc
de l’e´lasticite´ ² comme on va le montrer maintenant.
6 La dynamique de la transition optimale vers le
re´gime re´gulier
Supposons remplie la condition d’existence d’un re´gime re´gulier optimal,
b > ρ, et montrons comment partant de conditions initiales quelconques, la
trajectoire optimale de l’effort de recherche nt tend asymptotiquement vers
son niveau de re´gime re´gulier optimal.
L’e´tude des re´gimes re´guliers a permis de mettre en e´vidence que le
long des sentiers re´guliers le produit BtSt est constant. Ceci sugge`re de
construire le diagramme de phase en prenant comme variable d’e´tat la va-
riable Rt = BtSt, qui est un indicateur d’abondance de la ressource a` l’ins-
tant t. La quantite´ de ressource St peut en effet difficilement eˆtre qualifie´e
d’abondante ou rare puisque les disponibilite´s doivent eˆtre appre´cie´es au re-
gard des capacite´s de la socie´te´ a` les transformer en bien de consommation.
Bt est l’indicateur de cette capacite´ a` l’instant t. Le produit BtSt = Rt
8Il n’en serait pas de meˆme dans un mode`le ou` la productivite´ du travail A pourrait eˆtre
ame´liore´e elle aussi, car le re´gime re´gulier serait un sentier le long duquel la consommation
augmente a` taux constant.
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est l’indicateur pertinent de la rarete´ effective de la ressource a` l’instant t.
C’est tre`s pre´cise´ment le potentiel de consommation, pre´sente et a` venir,
de la socie´te´, lorsqu’a` partir de l’instant t, Bt reste constant. On montre
en appendice (cf. annexe A.3 ) que l’ensemble des sentiers de consommation
re´alisables partant d’un potentiel de consommation R0 donne´ ne de´pend pas
de la de´composition de R0, i.e. quels que soient B′0 et S′0 tels que B′0S′0 = R0
l’ensemble des sentiers de consommation re´alisables reste le meˆme.
En re´gime re´gulier, en particulier en re´gime re´gulier optimal, le potentiel
de consommation est maintenu constant. Si donc initialement ce potentiel
est supe´rieur a` son niveau de re´gime stationnaire optimal, on s’attend a`
ce qu’il faille le laisser de´croˆıtre en choisissant un effort de recherche plus
faible que celui du re´gime re´gulier optimal et, conse´quemment, un niveau
de consommation plus e´leve´ ; si, initialement, le potentiel est infe´rieur au
potentiel du re´gime re´gulier, on s’attend au contraire a` ce qu’il faille le faire
croˆıtre en consentant un effort de recherche supe´rieur a` celui du re´gime
re´gulier optimal, c’est-a`-dire un niveau de consommation plus faible.
L’autre variable que nous retiendrons pour construire le diagramme de
phase est la consommation.
La premie`re relation permettant de construire le diagramme de phase
est la relation (4.11) qu’on peut re´e´crire sous la forme suivante :
c˙t =
1
²
[
bA
A+ bRt
− ρ
]
ct, (6.1)
de sorte que :
c˙t < ,= , > 0 selon que Rt > ,= , < A[b− ρ]/ρb. (6.2)
La consommation doit croˆıtre si Rt est infe´rieur a` son niveau de re´gime
re´gulier et de´croˆıtre dans le cas contraire.
Pour construire la seconde relation, de´terminant le sens du mouvement
de Rt, diffe´rencions Rt par rapport au temps :
R˙t = B˙tSt +BtS˙t = bntRt −Btst. (6.3)
Puisque ct = A[1− nt] = Btst, on peut re´e´crire (6.3) sous la forme :
R˙t = bntRt − ct,
et puisque nt = [A − ct]/A, on obtient finalement la seconde relation cher-
che´e :
R˙t = b[A− ct]RtA−1 − ct. (6.4)
On a donc :
R˙t >, = , < 0 selon que ct <, = , > bARt/(A+ bRt). (6.5)
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La courbe R˙t = 0 est la branche croissante de l’hyperbole c˜(R) =
bAR/(A + bR) passant par 0 et asymptote a` c = A lorsque R tend vers
l’infini.
On ve´rifie aise´ment que pour R = A[b − ρ]/ρb, alors c = A[b − ρ]/b sur
la courbe R˙t = 0. En d’autres termes le point d’intersection de l’hyperbole
c˜(R) et de la verticale c˙t = 0, est bien le point qui figure le re´gime re´gulier
optimal. On montre en appendice (cf. annexe A.3) que ce point est un point-
selle si la condition d’existence d’un re´gime re´gulier, b > ρ, est remplie.
-
c
0 R
6
1 z
ffff
ª
ª
µ
1
A
c¯
c˙t = 0
R˜(c; Rˆ)
R˜(c;R1)
c˜(R)
R˜(c;R1)
R˙t = 0III
II
I
I
I
R
R
R1RˆR¯
R
?
?
6
6
ff ff
III
II
II
I
IV
IV
Figure 5 : Diagramme de phase, cas b > ρ
NB : Re´gion I : R˙t > 0 et c˙t > 0; Re´gion II : R˙t < 0 et c˙t < 0;
Re´gion III : R˙t < 0 et c˙t < 0; Re´gion IV : R˙t > 0 et c˙t < 0.
c¯ = A[b− ρ]/b et R¯ = A[b− ρ]/ρb.
Pour comple´ter la construction du diagramme de phase, il reste a` de´ter-
miner la forme de la branche stable pour R suffisamment e´leve´, le proble`me
e´tant de savoir s’il existe un niveau de la variable d’e´tat au-dela` duquel le
re´gime optimal est un re´gime bloque´ dans lequel ct = A, i.e. nt = 0, ou
si, aussi grand que soit R, il convient d’affecter une partie du travail dis-
ponible, aussi minime soit-elle, a` la recherche-de´veloppement. Pour ce faire
convenons de noter R˜(c;R) la fonction correspondant a` la trajectoire, de´finie
par les e´quations (6.1) et (6.4), dont la courbe dans l’espace (c,R) passe par
le point (c = A,R > A[b− ρ]/ρb) (zone III sur la Figure 2). Alors en c = A
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et R :
dR˜
dc
= − ²
[
bA
A+ bR
− ρ
]−1
, (6.6)
et donc :
lim
R↑∞
dR˜/dc = ²/ρ. (6.7)
Par ailleurs la courbe c˜(R) = bAR/(A+bR) le long de laquelle les trajec-
toires ve´rifiant les conditions de premier ordre sont telles que R˙t = 0, tend
vers A lorsque R tend vers ∞. Il re´sulte alors de (6.7), que, si R croit suffi-
samment, la courbe R˜(c;R) coupe la courbe c˜(R) 9. C’est le cas de la courbe
R˜(c;R1) illustre´e a` la Figure 2. La courbe ve´rifiant les conditions de premier
ordre du proble`me (P ), qui pointe vers (c¯ = A[b− ρ]/b, R¯ = A[b− ρ]/ρb), le
re´gime re´gulier, est donc une courbe R˜(c; Rˆ) qui part de l’horizontale c = A
en un point Rˆ ∈]A[b−ρ]/ρb,∞[. Pout tout R > Rˆ, le sentier optimal consiste
alors a` affecter la totalite´ de la population active a` la seule production du
bien de consommation. En d’autres termes si le potentiel de consommation
initial R0 est suffisamment grand, il existe une phase initiale de la trajectoire
optimale pendant laquelle ct = A, Bt = B0 et S˙t = −A/B0, i.e. pendant
laquelle le potentiel Rt de´croˆıt a` sa vitesse maximale R˙t = −A, a` un taux
R˙t/Rt = −1/[(R0/A) − t] qui, en valeur absolue, de´croˆıt, et ce, jusqu’a` ce
que le potentiel soit ramene´ a` la valeur Rˆ. Alors la consommation commence
a` de´croˆıtre, l’effort de recherche commence a` croˆıtre, tandis que Rt conti-
nue de de´croˆıtre, toutes ces variables tendant asymptotiquement vers leurs
valeurs de re´gime re´gulier.
Il reste a` de´terminer maintenant la politique optimale lorsqu’il n’existe
pas de re´gime re´gulier optimal.
7 La dynamique optimale en l’absence d’opportu-
nite´s techniques fortes au regard de l’impatience
Supposons que la productivite´ de l’effort de recherche soit si faible au re-
gard du taux d’escompte social qu’il n’existe pas de re´gime re´gulier optimal,
9On remarquera qu’en c = A et R, on a aussi :
d2R˜
dc2
=
−²[bA− ρ(A + bR)][
bA
A + bR
− ρ
]2 + ²
[
bA2
(A + bR)2
]
,
et donc :
lim
R↑∞
d2R˜
dc2
= +∞,
condition suffisante pour que la fonction R˜(c;R) atteigne un minimum lorsqu’elle coupe
la courbe c˜(R) quand R est suffisamment grand.
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ρ > b. Aussi faible que soit cette productivite´ cependant, pourvu qu’elle ne
soit pas rigoureusement nulle, mieux vaut affecter le potentiel de travail qui
ne sert pas a` produire le bien de consommation, a` l’ame´lioration de Bt plutoˆt
que le laisser oisif. C’est la` que re´side la diffe´rence essentielle avec l’analyse
de´veloppe´e a` la section 3 ou` on supposait que la productivite´ de la recherche
e´tait nulle. Le travail qui ne servait pas a` produire le bien de consommation
ne pouvait alors rester qu’inemploye´. Dans le cas pre´sent au contraire la
totalite´ du travail disponible est utilise´e, mais la conse´quence d’une produc-
tivite´ de la recherche trop faible par rapport a` la pre´fe´rence pour le pre´sent
est qu’a` l’optimum, l’effort de recherche consenti ne permet pas de pre´venir
la chute du potentiel de consommation Rt qui tend asymptotiquement vers
0, ainsi que le flux de consommation instantane´e ct. Il s’agit d’un choix de´-
libe´re´ de la socie´te´ 10 qui, compte tenu des possibilite´s d’ame´lioration des
techniques qui s’offrent a` elle, a une telle pre´fe´rence pour le pre´sent qu’elle
choisit a` chaque instant une structure de mobilisation de la force de travail
dont elle dispose ne permettant pas de pe´renniser la consommation a` un
certain niveau. On a vu en effet a` la sous-section 5.1, qu’aussi faible que soit
la productivite´ b de l’effort de recherche, il existe une infinite´ de re´gimes
re´guliers (stationnaires).Le choix d’un potentiel de consommation constam-
ment de´croissant ne re´sulte donc pas d’une impossibilite´ stricto sensu, mais
plutoˆt d’une insuffisance des opportunite´s d’ame´lioration de la productivite´
de la ressource au regard de l’impatience.
La caracte´risation des trajectoires dans le diagramme de phase (c,R)
est techniquement semblable a` celle que nous avons de´termine´e a` la section
pre´ce´dente puisqu’a` chaque instant le travail disponible est pleinement uti-
lise´. La forme ge´ne´rale de la courbe c˜(R) le long de laquelle R˙t = 0 si la
trajectoire est optimale, ne change pas. La raison en est que la position de
cette courbe de´pend de A et de b, mais pas de ρ. Pour tout couple (c,R)
situe´ au-dessus de la courbe en question on doit avoir R˙t < 0 le long d’une
trajectoire satisfaisant les conditions de premier ordre ; pout tout couple
(c,R) situe´ au-dessous, on doit avoir R˙t > 0. Par ailleurs l’e´volution de la
consommation, c˙t, est toujours de´termine´e par la relation (6.1) et puisque
maintenant A[b − ρ]/ρb < 0, c˙t < 0 pour tout Rt > 0. Le diagramme de
phase correspondant aux valeurs de ρ et b pour lesquelles ρ > b, est illustre´
a` la Figure 6 ci-dessous.
10Pour autant que le devenir de la socie´te´ soit celui qui maximise la valeur de la fonction
d’objectif du “planificateur bienveillant”.
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La trajectoire optimale pour R suffisamment faible est donne´e par une
courbe R˜(c; Rˆ) tangente a` l’axe des ordonne´es en (c = 0, R = 0), qui coupe
l’horizontale d’ordonne´e c = A en R = Rˆ. Pour R > Rˆ la politique optimale
consiste a` affecter la totalite´ du travail disponible a` la seule production du
bien de consommation ; pour R < Rˆ une partie du travail est affecte´e a` la
production du bien de consommation tandis que l’autre partie est affecte´e
a` la recherche. Plus R est faible plus la fraction du travail disponible affec-
te´e a` la recherche est importante et asymptotiquement la totalite´ du travail
disponible devrait eˆtre affecte´e a` la recherche. Cependant la consommation
reste toujours suffisamment forte, bien que tendant vers 0, pour qu’en per-
manence la baisse de St ne soit pas compense´e par la croissance de Bt.
Asymptotiquement :
lim
t↑∞
Bt = +∞, lim
t↑∞
St = 0 et lim
t↑∞
BtSt = 0.
Il est inte´ressant de souligner que passer d’un taux d’actualisation social
relativement faible, ρ < b, a` un taux relativement important, ρ > b, a pour
effet, si l’e´conomie e´volue optimalement, de re´duire l’effort de recherche ini-
tial et d’augmenter l’effort de recherche final. Le sentier d’effort de recherche
optimal bascule autour d’une certaine date T. Les sentiers d’efforts de re-
cherche des deux socie´te´s sont illustre´s a` la Figure 7 ci-dessous. On suppose
que R0 est suffisamment e´leve´ pour qu’au de´part aucune des deux socie´te´s
ne doive consentir aucun effort. L’effort optimal de la socie´te´ pour laquelle
ρ > b est trace´ en trait gras, celui de la socie´te´ pour laquelle ρ < b en trait
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le´ger. Le passage d’un taux d’actualisation social mode´re´ a` un taux e´leve´, a
pour effet de re´duire l’effort de recherche optimal sur l’intervalle de temps
]T ′, T [ et de l’accroˆıtre ensuite sur l’intervalle de temps ]T,+∞[, l’e´cart aug-
mentant au fur et a` mesure que l’on progresse dans le futur et tendant vers
1− ρ/b.
-
n
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Figure 7 : Profils types des trajectoires optimales d’efforts
de recherche selon que ρ > b ou b < ρ
T ′ T
ρ/b
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8 Conclusion
Nous avons de´termine´ quelle devrait eˆtre la trajectoire de l’effort de re-
cherche d’une socie´te´ dont le bien-eˆtre de´pend de la possibilite´ d’utiliser
une ressource non-renouvelable essentielle, en fonction des valeurs possibles
des parame`tres d’un mode`le volontairement e´pure´ : taux de de´pre´ciation du
futur, e´lasticite´ de l’utilite´ marginale de la consommation, productivite´ du
travail dans le secteur de production du bien de consommation et dans le
secteur de la recherche, et productivite´ de la ressource. Quel que soit le type
de la trajectoire optimale, i.e. quel que soit le jeu de valeurs des parame`tres
qui caracte´rise cette socie´te´ stylise´e, il convient de s’interroger sur le dis-
positif institutionnel qui minimise la perte de bien-eˆtre par rapport a` cet
optimum de premier rang. On sait qu’aux formes re´duites du genre de celles
que nous avons retenue, peuvent correspondre plusieurs mode`les d’e´conomie
de´centralise´e, les principaux e´tant ceux propose´s par Lucas (1988), Romer
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(1990), Grossman et Helpman (1991) et Aghion et Howitt (1992). Sans vou-
loir pre´juger des conclusions d’e´tudes qui pour l’essentiel restent a` faire 11
on doit s’attendre cependant a` ce que ces fonctionnements de´centralise´s, ca-
racte´rise´s par la pre´sence soit d’externalite´s fortes, soit d’imperfections de
marche´ conse´quentes, ne conduisent pas a` l’optimum, tout au moins pendant
la phase de convergence vers le re´gime re´gulier.
Appendices
A.1 La valeur du stock des connaissances est e´gale
a` la valeur du stock de ressource le long de toute
trajectoire optimale
De´finissons zt comme la diffe´rence entre λtSt et νtBt :
zt = λtSt − νtBt,
et diffe´rencions zt par rapport a` t :
z˙t = λ˙tSt + λtS˙t − ν˙tBt − νtB˙t.
Dans cette relation, substituons a` λ˙t son expression ρλt, a` S˙t son expres-
sion −st = −A[1−nt]/Bt, a` ν˙t son expression donne´e par (4.4), et a` B˙t, son
expression B˙t = bntBt. Apre`s simplification, on obtient :
z˙t = ρ[λtSt − νtBt] = ρzt,
de sorte que :
zt = z0eρt.
Par ailleurs, pour le type de proble`me conside´re´, le long de tout sentier
optimal, les conditions de transversalite´ sont :
lim
t↑∞
e−ρtλtSt = 0 et lim
t↑∞
e−ρtνtBt = 0,
d’ou` :
lim
t↑∞
e−ρtzt = 0 ⇒ z0 = 0 ⇒ λtSt = νtBt, t ≥ 0.
11On trouvera dans Grimaud (2000) une e´tude des interventions ne´cessaires pour res-
taurer l’optimum de premier rang dans une e´conomie “a` la Romer” avec ressources non-
renouvelables.
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A.2 Interpre´tation de la condition (4.11)
La condition (4.11) :
ρ− u
′′
t
u′t
c˙t =
b
1 + bA−1BtSt
,
est une condition d’e´galite´ du taux marginal instantane´ de substitution inter-
temporelle au taux marginal instantane´ de transformation intertemporelle.
Partons d’une trajectoire d’e´volution de l’e´conomie le long de laquelle
est utilise´e la totalite´ des facteurs de production, travail, ressource non-
renouvelable et connaissances techniques, c’est-a`-dire une trajectoire situe´e
sur la frontie`re d’efficience intertemporelle de l’e´conomie et notons z∗t la
valeur a` l’instant t d’une variable z le long de cette trajectoire. Conside´-
rons deux intervalles de temps I1 = [t, t + dt[ et I2 = [t + h, t + h + dt[,
h > dt, et a` chaque instant sur ces intervalles des variations dc1 et dc2 de
la consommation, la trajectoire de consommation restant inchange´e en de-
hors des intervalles en question. On notera z˜t la valeur a` l’instant t d’une
variable z le long du sentier perturbe´. Les variations dc1 et dc2 imposent
d’abord des variations directes de l’utilisation de la ressource sur I1 et I2.
Elles imposent aussi des variations directes de l’effort de recherche sur ces
meˆmes intervalles puisque tout le travail disponible est utilise´, variations
qui modifient la trajectoire d’e´volution du stock de connaissances et donc
indirectement l’utilisation de la ressource sur l’intervalle [t + dt,∞[. Puis-
qu’initialement la totalite´ du stock de ressource e´tait utilise´e, la somme des
variations instantane´es de l’utilisation de la ressource doit eˆtre nulle si la
trajectoire perturbe´e doit eˆtre une trajectoire de la surface d’efficience.
(i) Sur l’intervalle I1, la variation de l’utilisation de la ressource est e´gale
a` :
∆1S = ds1dt ' dc1dt/B∗t . (A.2.1)
La variation de l’effort de recherche a` chaque instant s’e´le`ve a` dn1 =
−dc1/A et donc, sur la totalite´ de l’intervalle, a` :
dn1dt = −dc1dt/A,
de sorte que :
B˜τ = B∗τe
−bdc1dt/A, τ ∈ [t+ dt, t+ h[. (A.2.2)
(ii) Sur l’intervalle [t + dt, t + h[ la trajectoire de la consommation ne
change pas, ct = c∗τ , et donc le nouveau sentier d’utilisation de la ressource
est de´fini par :
s˜τ = c∗t /B˜τ = s
∗
τe
bdc1dt/A, τ ∈ [t+ dt, t+ h[
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ce qui induit une modification de l’usage de la ressource d’un montant ∆1S
e´gal a` :
∆1S =
∫ t+h
t+dt
[s˜τ − s∗τ ]dτ =
[
ebdc1dt/A − 1
] [
S∗t+dt − S∗t+h
]
. (A.2.3)
(iii) Sur l’intervalle I2, la variation d’utilisation de la ressource est e´gale
a` :
∆2S = ds2dt ' 1
B˜t+h
dc2dt =
1
B∗t+h
ebdc1dt/Adc2dt, (A.2.4)
et la variation de l’effort de recherche a` :
dn2dt = −dc2dt/A,
de sorte que :
B˜τ = B∗τe
−b[dc1+dc2]dt/A, τ ∈ [t+ h+ dt,∞[. (A.2.5)
(iv) Enfin sur l’intervalle [t+h+dt,∞[, puisque le sentier de consomma-
tion ne change pas, le sentier perturbe´ d’utilisation de la ressource est de´fini
par :
s˜τ = s∗τe
b[dc1+dc2]dt/A, τ ∈ [t+ h+ dt,∞[
ce qui induit une modification de l’usage de la ressource ∆2S, e´gale a` :
∆2S =
∫ ∞
t+h+dt
[s˜τ − s∗τ ]dτ = [eb[dc1+dc2]dt/A − 1]S∗t+h+dt. (A.2.6)
(v) Puisque
∫∞
0 s
∗
τdτ = S0, on doit avoir :
∆1S +∆1S +∆2S +∆2S = 0,
c’est-a`-dire :
1
B∗t
dc1dt+ [ebdc1dt/A − 1]
[
S∗t+dt − S∗t+h
]
(A.2.7)
+
1
B∗t+h
ebdc1dt/Adc2dt + [eb[dc1+dc2]dt/A − 1]S∗t+h+dt = 0
Pour dt suffisamment petit, exdt − 1 ' xdt. (A.2.7) peut donc encore
s’e´crire, en regroupant les termes en dc1 et dc2 :{
1
B∗t
+
b
A
[
S∗t+dt − S∗t+h + S∗t+h+dt
]}
dc1dt
+
{
1
B∗t+h
ebdc1dt/A +
b
A
S∗t+h+dt
}
dc2dt = 0
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Si dt est suffisamment petit, S∗t+dt ' S∗t et S∗t+h+dt ' S∗t+h et si, de plus,
dc1 est suffisamment petit alors ebdc1dt/A ' 1, d’ou` finalement :
−dc2
dc1
' B
∗
t+h
B∗t
[
A+ bB∗t S∗t
A+ bB∗t+hS
∗
t+h
]
(A.2.8)
Le membre droit de l’expression (A.2.8) est le taux marginal de trans-
formation intertemporelle entre t et t + h, c’est-a`-dire approximativement
la quantite´ de bien de consommation supple´mentaire qu’on peut obtenir en
t + h si on diminue d’une unite´ la quantite´ disponible en t, lorsqu’on est
sur la surface de transformation de l’e´conomie, c’est-a`-dire lorsqu’on utilise
efficacement tous les facteurs, a` savoir, a` chaque instant la totalite´ du travail
disponible et sur [0,∞[ le stock initial de ressource.
Conside´rons maintenant la variation ∆U de la valeur de la fonction d’ob-
jectif du programme (P ) qu’induisent les variations dc1 et dc2 :
∆U = e−ρtu
′∗
t dc1dt+ e
−ρ(t+h)u
′∗
t+hdc2dt.
Si la trajectoire initiale est une trajectoire optimale, on doit avoir ∆U =
0, d’ou` :
−dc2
dc1
=
u
′∗
t
u
′∗
t+h
eρt. (A.2.9)
Pour h suffisamment petit, on a :
u
′∗
t
u
′∗
t+h
eρh = 1 +
u
′∗
t
u
′∗
t+h
eρh − 1 ' 1 + ln
(
u
′∗
t
u
′∗
t+h
eρh
)
= 1 + lneρh − ln
(
u
′∗
t+h
u
′∗
t
)
' 1 + ρh−
(
u
′∗
t+h
u
′∗
t
− 1
)
' 1 + ρh− u
′′∗
t
u
′∗
t
c˙∗th = 1 +
[
ρ− u
′′∗
t
u
′∗
t
c˙∗t
]
h. (A.2.10)
Le membre droit de (A.2.10) est le taux marginal de substitution inter-
temporelle entre t et t+ h.
On de´duit de (A.2.8) a` (A.2.10) que, le long d’un trajectoire optimale,
on doit avoir :[
ρ− u
′′∗
t
u
′∗
t
c˙∗t
]
h =
B∗t+h
B∗t
[
A+ bB∗t S∗t
A+ bB∗t+hS
∗
t+h
]
− 1. (A.2.11)
Montrons que lorsque h → 0 cette relation n’est autre que la relation
(4.11).
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Le membre droit de (A.2.11) est e´gal a` :
A
[
B∗t+h
B∗t
− 1
]
+ bB∗t+h
[
S∗t − S∗t+h
]
A+ bB∗t+hS
∗
t+h
. (A.2.12)
Pour h suffisamment petit, on a :
B∗t+h ' B∗t + B˙∗t h = B∗t + bn∗tB∗t h ' (1 + bn∗th)B∗t
S∗t+h ' S∗t + S˙∗t h = S∗t − s∗th = S∗t −A[1− n∗t ]h/B∗t ,
de sorte que le nume´rateur de (A.2.12) s’e´crit encore :
hbA[1 + b(1− n∗t )n∗th]
et (A.2.11) devient :
ρ− u
′′∗
t
u
′∗
t
c˙∗t =
b
1 + bA−1B∗t S∗t
,
c’est-a`-dire la relation (4.11).
A.3 Ensemble des sentiers de consommation re´ali-
sables et potentiel de consommation
Un sentier de consommation C = {ct, t ≥ 0} est re´alisable partant de
(B0, S0) s’il existe des sentiers L = {lt, t ≥ 0}, N = {nt, t ≥ 0} et Σ =
{st, t ≥ 0} tels que :
ct = Alt, (A.3.1)
Bt = B0Vt, (A.3.2)
st = ct/Bt, (A.3.3)
St = S0 −
∫ t
0
sxdx ≥ 0, (A.3.4)
1− lt − nt ≥ 0, lt ≥ 0, nt ≥ 0. (A.3.5)
ou` Vt = eb
∫
t
0nxdx.
On notera R(C,B0, S0) le sentier des potentiels de consommation induit
par C partant de (B0, S0) via L,N et Σ :
R(C,B0, S0) = {Rt, t ≥ 0}, Rt = BtSt t ≥ 0 (A.3.6)
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ou` Bt et St sont donne´s par (A.3.2) et (A.3.4) respectivement.
Proposition Soit C un sentier de consommation re´alisable partant de (B0, S0)
via L,N et Σ. Alors pour tout B′0S′0 : B′0S′0 = B0S0, il existe Σ′ tel
que C est re´alisable partant de (B′0, S′0) via L,N et Σ′, et, R(C,B0, S0) =
R(C,B′0, S′0).
Supposons qu’on puisse obtenir C partant de (B0, S0) via L,N et Σ. On
a donc :
Bt = B0Vt
St = S0 −
∫ t
0
sτdτdx = S0 −
∫ t
0
cτ
Bτ
dτ = S0 − 1
B0
∫ t
0
cτ
Vτ
dτ
d’ou`, en posant Wt =
∫ t
0
cτ
Vτ
dτ :
BtSt = B0S0Vt −WtVt, t ≥ 0. (A.3.7)
Partons maintenant de (B′0, S′0) tel que B′0S′0 = B0S0 et conside´rons la
trajectoire N , de sorte que :
B′t = B
′
0Vt.
Posons s′t = ct/B′t, t ≥ 0 et soit :
S′t = S
′
0 −
∫ t
0
s′τdτ = S
′
0 −
∫ t
0
cτ
B′τ
dτ = S′0 −
1
B′0
∫ t
0
cτ
Vτ
dτ.
On a donc :
B′tS
′
t = B
′
0S
′
0Vt −WtVt, t ≥ 0 (A.3.8)
Puisque B′0S′0 = B0S0, (A.3.7) et (A.3.8) impliquent que :
BtSt = B′tS
′
t, t ≥ 0 (A.3.9)
et puisque BtSt ≥ 0 et B′t > 0, alors :
S′t ≥ 0, t ≥ 0. (A.3.10)
A.4 Le couple (c¯, R¯) de re´gime stationnaire optimal
est un point-selle
Le couple d’e´quations diffe´rentielles dont c¯ = A[b−ρ]/b et R¯ = A[b−ρ]/ρb
est un point stationnaire est le syste`me :
c˙t = φ(ct, Rt) =
1
²
[
bA
A+ bRt
− ρ
]
ct
R˙t = ψ(ct, Rt) =
b[A− ct]
A
Rt − ct.
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Les de´rive´es des fonctions φ et ψ ont pour expression :
∂φ
∂ct
=
1
²
[
bA
A+ bRt
− ρ
]
,
∂φ
∂Rt
= −1
²
b2Act
(A+ bRt)2
∂ψ
∂ct
= −bRt
A
− 1 , ∂ψ
∂Rt
=
b[A− ct]
A
,
et ont pour valeur au point stationnaire :
∂φ
∂ct
= 0 ,
∂φ
∂Rt
= −ρ
2[b− ρ]
²b
∂ψ
∂ct
= − b
ρ
,
∂ψ
∂Rt
= ρ.
Le jacobien du syste`me au point stationnaire est e´gal a` :
J = ρ[b− ρ]/².
Le jacobien est donc positif si la condition b > ρ d’existence d’un re´gime
stationnaire optimal est remplie.
L’e´quation caracte´ristique du syste`me est :
P (x) = x2 − ρx− ρ[b− ρ]/² = 0
dont les racines sont re´elles si b > ρ :
x1 =
1
2
{
ρ−
[
ρ2 +
4ρ(b− ρ)
²
]1/2}
< 0,
x2 =
1
2
{
ρ+
[
ρ2 +
4ρ(b− ρ)
²
]1/2}
> 0.
Puisque les racines sont re´elles et de signes contraires, le point station-
naire est un point-selle.
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